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1 準備

この節では, 多様体やバンドルについては既知と仮定し, ベクトル場や微分形式といった言葉を証明なしで

復習する. 詳しい解説は, 多様体の本 (例えば志賀 [1])に譲ることにする.

1.1 ベクトル場

M を滑らかな多様体, TM を M の接バンドルとする.

定義 1.1. TM の滑らかな切断面をベクトル場という.

M 上の滑らかな関数全体を C∞(M) で表し, M 上のベクトル場の全体を X (M) で表す. すると X (M) は

C∞(M) 加群の構造をもつ.

命題 1.2. X を C∞(M) から C∞(M) への写像とする. X が次の条件を満たせば, X は M 上のベクトル場

を定める.

(i) X は R 線型写像.

(ii) 任意の f , g ∈ C∞(M) に対し, 次が成り立つ.

X(fg) = f ·X(g) +X(f) · g. (1.1)

局所座標 (U, xi) を使ってベクトル場を表すことを考えよう. まず, C∞(U) から C∞(U) への写像

∂

∂xi
: f 7→ ∂f

∂xi
(1.2)

は, 命題 1.2 よりベクトル場である. すると, 任意のベクトル場 X は Xi = X(xi) とおくことにより, 次の形

に書ける.

X|U =
∑
i

Xi ∂

∂xi
. (1.3)

また, 別の局所座標 (Ū , x̄i) を取り,

X|Ū =
∑
j

X̄j ∂

∂x̄j
(1.4)

と表現されるならば, U ∩ Ū 上で局所座標変数 xi と x̄j との間の座標変換則は,

X̄j =
∑
i

Xi ∂x̄
j

∂xi
(1.5)

となる.

定義 1.3. M 上のベクトル場 X および Y に対し, C∞(M) から C∞(M) への写像

f 7→ X(Y (f))− Y (X(f)) (1.6)

は命題 1.2 よりベクトル場を定める. これを X と Y の括弧積といい [X,Y ] で表す.
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括弧積により X (M) 上には Lie環の構造が入る.

定義 1.4. R×M から M への滑らかな写像 (t, x) 7→ φt(x) が, 次の 2つの条件を満たすとき, φ を M 上の

1 パラメータ変換群という.

(i) 各 t ∈ R に対して, φt は M から M への滑らかな同相写像を与えている.

(ii) 任意の t, s ∈ R に対し, φs ◦ φt = φs+t.

注意 1.5. 定義 1.4 (ii) から t = s = 0 と置くことにより, φ0 は M から M への恒等写像であることが分

かる.

1 パラメータ変換群はベクトル場を定める. 即ち, 次が成立する.

命題 1.6. φ を M 上の 1パラメータ変換群とする. f ∈ C∞(M) に対し X(f) ∈ C∞(M) を

X(f)(x) = lim
s→0

f(φs(x))− f(x)

s
(1.7)

で定める. このとき, f に X(f) を対応させる写像 X はベクトル場である.

逆に, M 上のベクトル場 X が与えられたとき, 式 (1.7) を満たす M 上の 1パラメータ変換群が必ず存在

するとは限らない. しかし, 存在するとすれば一意に定まる.

定義 1.7. M 上のベクトル場 X が完備であるとは, 式 (1.7) を満たす 1 パラメータ変換群 φ が存在すると

きをいう. また, この 1パラメータ変換群を exp(tX) と書く.

ベクトル場 X と 1パラメータ変換群 φ との関係を局所座標 (U, xi) を使って表そう. M の次元を n とす

る. 式 (1.7) の x に φt(x) を代入することにより,

lim
s→0

f(φt+s(x))− f(φt(x))

s
= (X(f))(φt(x)) (1.8)

を得る. x = (x1, . . . , xn) ∈ U を固定し, φt(x) = (x1(t), · · · , xn(t)) とし, さらに f(x) := xi とおく. す

ると,

(式 (1.8) の左辺) = lim
s→0

xi(t+ s)− xi(t)

s

=
dxi(t)

dt
,

(式 (1.8) の右辺) = Xi(φt(x))

= Xi(x1(t), . . . , xn(t))

(1.9)

となる. また, 注意 1.5 より, xi(0) = xi が成り立つ. よって, 次の結果を得る.
dxi(t)

dt
= Xi(x1(t), . . . , xn(t)),

xi(0) = xi, (i = 1, . . . , n).

(1.10)

ベクトル場 X|U から 1パラメータ変換群 exp(tX|U ) を求めるには, (x1(t), . . . , xn(t)) を未知関数とする微

分方程式 (1.10) を解けばよい.
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1.2 微分形式

T ∗M で M の余接バンドルを表す.

定義 1.8. T ∗M の滑らかな切断面を 1次微分形式という. M 上の 1次微分形式全体を Ω1(M) で表す.

Ω1(M) は, C∞(M) 加群の構造をもつ. さらに, 1次微分形式は次のように特徴づけられる.

命題 1.9. 1次微分形式は, X (M) から C∞(M) への C∞(M) 加群としての準同型写像と同一視できる.

1次微分形式 α を局所座標 (U, xi) で表そう. 1次微分形式 dxi を (1.2) で定義したベクトル場
∂

∂xi
の双対

元とする. すると, 一般の 1次微分形式 α は

αi = α|U
(

∂

∂xi

)
(1.11)

とおくことにより, 次のように表される.

α|U =
∑
i

αidx
i. (1.12)

別の局所座標 (Ū , x̄j) によって,

α|Ū =
∑
j

ᾱjdx̄
j (1.13)

の形に表されているとすれば, U ∩ Ū 上で, 関係式

ᾱj =
∑
i

αi
∂xi

∂x̄j
(1.14)

が成り立つ.

次に, f ∈ C∞(M) を微分することを考えよう.

定義 1.10. X (M) から C∞(M) への写像

df : X 7→ X(f) (1.15)

は, 命題 1.9により 1 次微分形式を定める. df を f の微分という.

df は, 局所座標 (U, xi) によって, 次のように書ける.

df |U =
∑
i

∂f

∂xi
dxi. (1.16)

T ∗M の k 次外積バンドルを
∧k

T ∗M で表す.

定義 1.11.
∧k

T ∗M の滑らかな切断面を k 次微分形式という.

M 上の k 次微分形式全体を Ωk(M) で表す. 但し, k = 0 の場合は Ω0(M) := C∞(M) と約束する.
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外積バンドル
∧k

T ∗M の定義より, M の各局所座標 (U, xi) 上で

Ωk(U) =
k∧

C∞(U)

Ω1(U) (1.17)

が成り立つ.

定義 1.12. 次の条件を満たす, Ωk(M) から Ωk+1(M) への R 線型写像 d が一意に存在する. d を外微分と

いう.

(i) f ∈ Ω0(M) ならば, df は定義 1.10 の意味での f の微分である.

(ii) α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωl(M) ならば, d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)kα ∧ (dβ).

(iii) d ◦ d = 0.

定義 1.13. X を M 上のベクトル場とする. このとき, 次の条件をみたす Ωk(M) 上の R 線型変換 LX が一

意に存在する. LX を X による Lie微分という.

(i) f ∈ Ω0(M) ならば LXf = X(f).

(ii) α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωl(M) ならば LX(α ∧ β) = (LXα) ∧ β + α ∧ (LXβ).

(iii) f ∈ Ω0(M) ならば LXdf = d(X(f)).

定義 1.14. X を M 上のベクトル場とする. このとき, 次の条件を満たす, Ωk(M) から Ωk−1(M) への R 線
型写像 ιX が一意に存在する. ιX を X による内部積という.

(i) f ∈ Ω0(M) ならば, ιXf = 0.

(ii) α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωl(M) ならば ιX(α ∧ β) = (ιXα) ∧ β + (−1)kα ∧ (ιXβ).

(iii) f ∈ Ω0(M) ならば, ιXdf = X(f).

命題 1.15. α ∈ Ωk(M) とする. このとき, 次が成り立つ.

(i) LX ◦ dα = d ◦ LXα.

(ii) LXα = ιX ◦ dα+ d ◦ ιXα.

1.3 計量と接続

M を滑らかな多様体, TM を M の接バンドルとする.

定義 1.16. 接バンドル TM 上の滑らかで正値な計量 g を Riemann 計量と呼ぶ. Riemann 計量 g が付随し

た多様体 (M, g) を Riemann 多様体と呼ぶ.

局所座標 (U, xi) をひとつ選ぶ. このとき

gij(x) := g|U
(

∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
(1.18)

と置くと,

g|U =
∑
ij

gij(x)dx
idxj かつ gij(x) = gji(x) (1.19)
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と書くことができる. 但し, 各点 x ∈ U に対し, 正方行列 (gij(x))ij は正値な対称正則行列で, さらに各添字

ij に対し x 7→ gij(x) は滑らかな関数である.

次に, Riemann 多様体 (M, g) 上を運動する質点について考えよう. I を R の開区間, 滑らかな写像

α : I → M を質点の運動とする. 時刻 t ∈ I に対し, M 上の点 α(t) は質点の位置を表す. さらに,

dα

dt
:=
∑
i

dαi(t)

dt

∂

∂xi
(1.20)

を質点の速度と呼ぶ. dα/dt は, I 上のバンドル I ×M TM の切断である. また, 速度の大きさ√
g(dα/dt, dα/dt) を速さと呼ぶ. 速度が 0 であることと, 速さが 0 であることとは同値である.

加速度を考えるには, 次の接続の概念を必要とする.

定義 1.17. M を滑らかな多様体とする. このとき双線形写像 ∇ : X (M) × X (M) → X (M) が次の 2 つの

条件を満たすとき, ∇ を M 上の接続という.

(i) 任意の X, Y ∈ X (M), f ∈ C∞(M) に対し, ∇X(fY ) = (X(f))Y + f∇XY .

(ii) 任意の X, Y ∈ X (M), f ∈ C∞(M) に対し, ∇(fX)Y = f∇XY .

局所座標 (U, xi) を使って, 接続を表示すると,

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=
∑
k

Γk
ij(x)

∂

∂xk
(1.21)

と書ける. {Γk
ij(x)}ijk を接続係数または Christoffel シンボルと呼ぶ.

定理 1.18. (M, g) を Riemann 多様体とする. このとき, 次の 2 つの条件を満たす接続 ∇ が一意的に存在
する.

(i) 任意の X, Y , Z ∈ X (M) に対し, X(g(Y,Z)) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ).

(ii) 任意の X, Y ∈ X (M) に対し, ∇XY = ∇Y X + [X,Y ].

この接続 ∇ を Levi-Civita 接続という.

Levi-Civita 接続の接続係数は, 局所座標 (U, xi) を用いて次の式で表される.

Γk
ij(x) =

1

2

∑
l

gkl
(
∂gil
∂xj

+
∂gjl
∂xi

− ∂gij
∂xl

)
(1.22)

定義 1.19. (M, g) を Riemann 多様体, ∇ を Levi-Civita 接続, α : I → M を滑らかな物体の運動とする.

このとき, α の加速度を

∇ dα
dt

dα

dt
:=
∑
k

d2αk(t)

dt2
+
∑
ij

Γk
ij(α(t))

dαi(t)

dt

dαj(t)

dt

 ∂

∂xk
(1.23)

で定義する.

α の加速度が 0 であることと, 任意の添字 k に対し

d2αk(t)

dt2
+
∑
ij

Γk
ij(α(t))

dαi(t)

dt

dαj(t)

dt
= 0 (1.24)

が成り立つこととは同値である.
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2 シンプレクティック幾何学

この節では, シンプレクティック幾何学の初歩を紹介する. 勾配作用素 grad や Poisson 積の定義と性質を

調べる. また, 多様体 M の余接バンドル T ∗M には自然なシンプレクティック構造が入ることを証明し, 解析

力学の理論を展開するための準備を行う.

2.1 シンプレクティック線型空間

V を有限次元 R 線型空間とする.

定義 2.1. ω を V × V から R への R 双線型写像とする.

(i) ω が交代的であるとは,

ω(y, x) = −ω(x, y) (2.1)

が任意の x, y ∈ V に対して成り立つときをいう.

(ii) ω が非退化であるとは,

(任意の x ∈ V に対し, ω(x, y) = 0) =⇒ y = 0 (2.2)

が成り立つときをいう.

定義 2.2. R 双線形写像 ω : V × V → R が定義 2.1 の (i) と (ii) を満たすとき, ω をシンプレクティック形

式と呼ぶ. シンプレクティック形式 ω が付随した線形空間 V をシンプレクティック線型空間という.

定理 2.3. シンプレクティック線形空間 (V, ω) の次元は偶数である.

証明. V の次元を n とする. V の基底 {e1, . . . , en} をひとつ取ってくる. ここで,

ωij := ω(ei, ej) (2.3)

とおくと, n 次正方行列 A := (ωij)ij が定義される. このとき, ω が交代的であることとから tA = −A が成

り立ち, ω が非退化であることから A は正則である. したがって, 次が成り立つ.

det(A) = det(tA) = det(−A) = (−1)n det(A). (2.4)

ここで, もし n が奇数であるとすると, 式 (2.4) より det(A) = 0 でなければならないが, これは A が正則行

列であることと矛盾する.

2.2 シンプレクティック多様体

M を滑らかな多様体とする.

定義 2.4. M 上の 2 次微分形式 ω が, 次の 2 つの条件を満たすとき, ω を M のシンプレクティック構造,

(M,ω) をシンプレクティック多様体という.
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(i) 接バンドル TM の各ファイバー TxM 上で, ωx は TxM のシンプレクティック形式を与える.

(ii) ω は閉形式である. すなわち dω = 0.

定理 2.5. シンプレクティック多様体 (M,ω) の次元は偶数である.

証明. M の次元を n とする. 定義 2.4 (i) より, 各 x ∈ M に対し (TxM,ωx) は n 次元のシンプレクティッ

ク線形空間である. よって, 定理 2.3 より n は偶数である.

ω を局所座標 (U, xi) を使って表してみよう.

ωij := ω|U
(

∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
(2.5)

とおけば

ω|U =
∑
ij

ωij

2
dxi ∧ dxj かつ ωji = −ωij (2.6)

と書ける.

2次微分形式 ω がシンプレクティック構造となるための条件を成分 ωij で特徴づけよう.

補題 2.6. 2次微分形式 ω を式 (2.6) の形に表しておく. そのとき, 次が成り立つ.

(i) 各ファイバー TxM 上で ωx がシンプレクティック形式であることと, 行列 (ωij)ij が正則な交代行列

であることとは同値である.

(ii) ω が閉形式であることと

∂ωij

∂xk
+

∂ωjk

∂xi
+

∂ωki

∂xj
= 0 (2.7)

が任意の添え字 ijk に対して成立することとは同値である.

証明. (i) は明らか. (ii) について確かめよう. 式 (2.6) より実際に dω を局所座標を用いて表せば,

dω|U =
1

2

∑
ijk

∂ωij

∂xk
dxi ∧ dxj ∧ dxk (2.8)

と書ける. したがって dω|U = 0 なる条件は, 任意の添え字 ijk に対し,

∂ωij

∂xk
− ∂ωji

∂xk
+

∂ωjk

∂xi
− ∂ωkj

∂xi
+

∂ωki

∂xj
− ∂ωik

∂xj
= 0 (2.9)

である. ωji = −ωij であるから, 式 (2.7) を得る.

補題 2.7. X (M) から Ω1(M) への写像 X 7→ ιXω は C∞(M) 加群としての同型写像である.

証明. 局所座標 (U, xi) をとり, ω|U を式 (2.6) と表し, X|U を式 (1.3) と表しておく. すると,

ιXω|U =
∑
ij

ωij

2
ιX|U (dx

i ∧ dxj)

=
∑
ij

ωij

2
(Xidxj −Xjdxi)

=
∑
j

(∑
i

ωijX
i

)
dxj

(2.10)
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が得られる. (ωij)ij は補題 2.6 より正則なので, X を ιXω に対応させる写像は同型である.

定義 2.8. 補題 2.7 により, f ∈ C∞(M) に対し, 以下の等式を満たすベクトル場 X ∈ X (M) が一意に存在

する.

df = ιXω. (2.11)

この X を f の勾配といい, grad f で表す.

注意 2.9. grad は C∞(M) から X (M) への R 線形写像であり, シンプレクティック構造 ω に依存する.

f ∈ C∞(M) に対し, 勾配 grad f を局所座標 (U, xi) で表してみよう.

grad f |U =
∑
i

Xi ∂

∂xi
(2.12)

とおく. ω|U を式 (2.6) の形に表示しておく. すると, 等式 (2.11) は補題 2.7 より

∑
j

∂f

∂xj
dxj =

∑
j

(∑
i

ωijX
i

)
dxj (2.13)

と書ける. したがって, 任意の添字 j に対し

∂f

∂xj
=
∑
i

ωijX
i (2.14)

が成り立つ. (ωij)ij の逆行列を (ωij)ij とおく. すると,∑
j

ωjk ∂f

∂xj
=
∑
j

ωjk
∑
i

ωijX
i

=
∑
i

∑
j

ωijω
jk

Xi

= Xk

(2.15)

となる. よって

grad f |U =
∑
k

∑
j

ωjk ∂f

∂xj

 ∂

∂xk
(2.16)

が成り立つ.

定義 2.10. f , g ∈ C∞(M) に対し,

{f, g} := (grad f)(g) (2.17)

とおく. これを f と g の Poisson 積という.

M の局所座標 (U, xi) をとり, ω を式 (2.6) の形に表示しておく. すると, Poisson 積は式 (2.16) から

{f, g} |U =
∑
ij

ωij ∂f

∂xi

∂g

∂xj
(2.18)

と書ける. 但し, (ωij)ij は (ωij)ij の逆行列である.
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定理 2.11. Poisson積は R 双線型写像であり, さらに次の性質を満たす.

(i) {f, g} = −{g, f}.
(ii) {f, gh} = {f, g}h+ g {f, h}.
(iii) {h, {f, g}}+ {f, {g, h}}+ {g, {h, f}} = 0.

証明. (i) 局所座標 (U, xi) をとり, ω を式 (2.6) の形で表しておく. (ωij)ij は正則な交代行列であるから

逆行列 (ωij)ij も交代行列である. つまり ωji = −ωij が成り立つ. よって, 式 (2.18) より

{f, g} |U =
∑
ij

ωij ∂f

∂xi

∂g

∂xj

= −
∑
ij

ωji ∂g

∂xj

∂f

∂xi

= −{g, f} |U .

(2.19)

(ii) Poisson 積の定義より,

{f, gh} = (grad f)(gh)

= (grad f)(g)h+ g(grad f)(h)

= {f, g}h+ g {f, h} .
(2.20)

(iii) 局所座標 (U, xi) をとる. 式 (2.18) より,

{h, {f, g}} |U + {f, {g, h}} |U + {g, {h, f}} |U (2.21)

=
∑
ijk

(∑
p

ωkp ∂ω
ij

∂xp
+
∑
q

ωiq ∂ω
jk

∂xq
+
∑
r

ωjr ∂ω
ki

∂xr

)
∂f

∂xi

∂g

∂xj

∂h

∂xk
(2.22)

=
∑
ijk

∑
pqr

ωkpωiqωjr

(
∂ωqr

∂xp
+

∂ωrp

∂xq
+

∂ωpq

∂xr

)
∂f

∂xi

∂g

∂xj

∂h

∂xk
(2.23)

となる. 等式 (2.23) は, 逆行列の微分公式

∂ωij

∂xp
= −

∑
qr

ωiq ∂ωqr

∂xp
ωrj (2.24)

から従う. 補題 2.6 の式 (2.7) より, 和 (2.23) は 0 である.

2.3 シンプレクティック多様体の例

M を滑らかな m 次元多様体とする. このとき, 余接バンドル T ∗M は滑らかな 2m 次元多様体であり,

T ∗M には次のように自然なシンプレクティック構造を入れることが出来る.

(U, xi) を M の局所座標 とし, 点 x = (x1, . . . , xm) ∈ U ⊂ M をとる. 余接ベクトル px ∈ T ∗
xM は,

px =
∑
i

pi(dx
i)x (2.25)

と書けるから, T ∗
xM は座標 (p1, . . . , pm) をもつ. 従って, T ∗M に局所座標 (T ∗U, xi, pi) が定義される. こ

の座標を (U, xi) の誘導座標という.
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この誘導座標 (T ∗U, xi, pi) を使って, 1次微分形式 σ ∈ Ω1(T ∗M) を

σ|T∗U :=
∑
i

pidx
i (2.26)

と定義する. σ が, 局所座標のとり方によらず, 大域的に定義出来ることを示そう.

命題 2.12. σ は局所座標 (U, xi) の誘導座標 (T ∗U, xi, pi) の取り方によらない.

証明. M に別の局所座標 (Ū , x̄i) を取り, その誘導座標を (T ∗Ū , x̄i, p̄i) とおく. このとき, 余接バンドル

T ∗M の定義により

p̄j =
∑
i

∂xi

∂x̄j
pi (2.27)

なる関係がある. したがって,

∑
j

p̄jdx̄
j =

∑
j

∑
i

∂xi

∂x̄j
pi
∑
k

∂x̄j

∂xk
dxk

=
∑
i

pidx
i

(2.28)

が成り立つ. これは式 (2.26) による定義が座標変換と well-definedであることを示している.

ω ∈ Ω2(T ∗M) を ω := dσ で定義する. すると, 次が成り立つ.

命題 2.13. ω は T ∗M 上のシンプレクティック構造を定める.

証明. まず, ω が閉形式であることは, 外微分の性質より, dω = d ◦ dσ = 0 となることからわかる. 次に, ω が

非退化であることを示そう. M の局所座標 (U, xi) の誘導座標 (T ∗U, xi, pi) を用いて

ω|T∗U =
∑
i

dpi ∧ dxi (2.29)

=
∑
i

(
−1

2
dxi ∧ dpi +

1

2
dpi ∧ dxi

)
(2.30)

と書けるから, 次の式が成り立つ.

ω

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
= 0,

ω

(
∂

∂xi
,

∂

∂pj

)
=

{
−1 i = j,

0 i ̸= j,

ω

(
∂

∂pi
,

∂

∂xj

)
=

{
+1 i = j,

0 i ̸= j,

ω

(
∂

∂pi
,

∂

∂pj

)
= 0, (i, j = 1, . . . ,m).

(2.31)

この結果から, ω は非退化である.

以上により, (T ∗M,ω) はシンプレクティック多様体になることがわかった. (T ∗M,ω) を標準的なシンプレ

クティック多様体という.
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最後に, (T ∗M,ω)上での勾配とPoisson積についてまとめておこう. (U, xi)をM の局所座標, (T ∗U, xi, pi)

を誘導座標とする. すると, 式 (2.31) から,

ω−1(dxi, dxj) = 0,

ω−1(dxi, dpj) =

{
+1 i = j,

0 i ̸= j,

ω−1(dpi, dx
j) =

{
−1 i = j,

0 i ̸= j,

ω−1(dpi, dpj) = 0, (i, j = 1, . . . ,m)

(2.32)

が成り立つ. よって, f ∈ C∞(T ∗M) の勾配は

grad f |T∗U =
∑
i

(
∂f

∂xi

∂

∂pi
− ∂f

∂pi

∂

∂xi

)
(2.33)

となる. また, f , g ∈ C∞(T ∗M) に対し, Poisson 積は

{f, g} |T∗U =
∑
i

(
∂f

∂xi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂xi

)
(2.34)

となる.
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3 解析力学

この節では, 前節で導入したシンプレクティック幾何学を使って解析力学の理論を展開する. はじめに

Hamilton 形式では, 一般のシンプレクティック多様体を相空間と見なして, 解析力学の公理である, 状態, 物

理量, 時間発展なる概念を導入し, 質点の運動の性質を調べる.

次の Legendre 変換では, 配置空間上の実数値関数から相空間上の実数値関数を構成する手順を学ぶ.

最後の Lagrange 形式では, Riemann 多様体内を運動する質点の解析を行う. 配置空間上の実数値関数であ

るラグランジアンから Legendre 変換を行なってハミルトニアンを構成し, 運動方程式を得る. 応用として, 運

動量保存や角運動量保存についての議論を行う.

3.1 Hamilton形式

解析力学を数学的に記述してみよう. シンプレクティック多様体 (M,ω) を 1つ固定する.

定義 3.1. M の点 x ∈ M を状態という.

定義 3.2. 関数 f ∈ C∞(M) のことを M 上の物理量という. また, 状態 x ∈ M が与えられたとき, 値 f(x)

を状態 x における物理量 f の観測値という.

ここで, ハミルトニアンと呼ばれる物理量 h ∈ C∞(M) を考え, ひとつ固定する. さらに, h の勾配 gradh

は完備と仮定する.

定義 3.3. gradh の 1 パラメータ変換群 (t, x) 7→ exp(t gradh)(x) を時間発展という. 時刻 0 の 状態を

x ∈ M とするとき, exp(t gradh)(x) ∈ M を 時刻 t における状態 x の時間発展という.

例 3.4. 時間発展を求める微分方程式を書き下してみよう. M の次元を n, M の局所座標を (U, xi), ω を式

(2.6) の形で書き表しておく. さらに (ωij)ij の逆行列を (ωij)ij とする. すると, ハミルトニアン h の勾配は,

式 (2.16) より

gradh|U =
∑
j

(∑
i

ωij(x)
∂h(x)

∂xi

)
∂

∂xj
(3.1)

となる. よって gradh から決まる 1 パラメータ変換群 exp(t gradh)(x) = (x1(t), . . . , xn(t)) の満たす微分

方程式は式 (1.10) より 
dxj(t)

dt
=
∑
i

ωij(x(t))
∂h(x)

∂xi

∣∣∣∣
x=x(t)

,

xj(0) = xj , (j = 1, . . . , n)

(3.2)

となる.

物理で重要な保存量について議論しよう.

定義 3.5. 物理量 f ∈ C∞(M)が保存量であるとは,任意の状態 x ∈ M に対し,関数 t 7→ f(exp(t gradh)(x))

が定数関数であるときをいう.
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次の補題は保存量を特徴づける.

補題 3.6. f , g ∈ C∞(M) とし, grad g は完備とする. このとき, 次の 2つは同値である.

(i) 任意の t ∈ R に対し f ◦ exp(t grad g) = f .

(ii) {g, f} = 0.

証明. 定義 2.10 より,

{g, f} (x) = ((grad g)(f))(x)

= lim
s→0

f(exp(s grad g)(x))− f(x)

s

(3.3)

が成り立つ. 式 (3.3) の x に exp(t grad g)(x) を代入すれば,

{g, f} (exp(t grad g)(x))

= lim
s→0

f(exp((t+ s) grad g)(x))− f(exp(t grad g)(x))

s

(3.4)

を得る. 右辺は関数 t 7→ f(exp(t grad g)(x)) の導関数になっていることに注意すれば, (i) と (ii) が同値であ

ることがわかる.

命題 3.7. f を物理量とする. このとき, 次の 2つは同値である.

(i) f は保存量である.

(ii) {h, f} = 0.

証明. 補題 3.6 の直接の結果である.

系 3.8. ハミルトニアン h は保存量である.

証明. {h, h} = 0 と命題 3.7 より従う.

定義 3.9. f ∈ C∞(M) を物理量とし, その勾配 grad f は完備と仮定する. このとき grad f の 1パラメータ

変換群 (t, x) 7→ exp(t grad f)(x) を f の相流という.

定理 3.10 (Noether). f を物理量とし, その勾配 grad f は完備であると仮定する. このとき, 次の２つの命

題は同値である.

(i) 任意の t ∈ R に対し h ◦ exp(t grad f) = h.

(ii) f は保存量である.

証明. 補題 3.6 より, (i) が成り立つことと {f, h} = 0 が成り立つこととは同値である. そして, 命題 3.7 より

{h, f} = 0 と (ii) は同値である. {h, f} = −{f, h} に注意すれば, (i) と (ii) は同値である.

3.2 Legendre変換

V を R 線型空間, U を V の連結開集合とする. ここで, U 上定義された滑らかな関数 f を考える.
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定義 3.11. f が正則性条件を満たすとは, f の全微分

Df : U → V ∗ (3.5)

が U から V ∗ の中への微分同相写像になるときをいう. 即ち, U∗ := Df(U) とおくと U∗ は V ∗ の開集合で

Df が U から U∗ への微分同相写像を与えるときをいう.

定義 3.12. ⟨ · , · ⟩ を V と V ∗ の対写像とし, 関数 f : U → R が正則性条件を満たすと仮定する.

F : U × U∗ → R を

F (v, p) := ⟨v, p⟩ − f(v) (3.6)

で定める. このとき,

f∗(p) := F ((Df)−1(p), p) (3.7)

は U∗ から R への滑らかな写像となる. この f∗ を f の Legendre 変換という.

命題 3.13. 関数 f : U → R が正則性条件を満たすと仮定する. このとき, 次が成り立つ.

(i) f∗ : U∗ → R も正則性条件を満たす.

(ii) f∗∗ = f .

証明. まず, (i) を示す. F の全微分は

(DF )(v, p) = (p− (Df)(v), v) (3.8)

であるから,

(Df∗)(p) = (DF )((Df)−1(p), p)

(
D((Df)−1)(p)

idV ∗

)
= (Df)−1(p).

(3.9)

が成り立つ. これは Df∗ が Df の逆写像であることを示している. ゆえに, Df∗ は U∗ から U への微分同

相写像, 即ち, f∗ も正則性条件を満たす.

次に, (ii) を示そう. Legendre 変換の定義により,

f∗∗(v) = ⟨v, (Df∗)−1(v)⟩ − f∗((Df∗)−1(v))

= ⟨v, (Df)(v)⟩ − f∗((Df)(v))

= ⟨v, (Df)(v)⟩ − ⟨v, (Df)(v)⟩+ f(v)

= f(v).

(3.10)

Legendre 変換の具体例を一つ挙げておく.

例 3.14. g を V の非退化な計量, a を V ∗ の元, c を定数とする. このとき, V 上の関数

f(v) =
1

2
g(v, v) + a(v) + c (3.11)
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の Legendre 変換を求めてみよう. まず, V の基底 {e1, . . . , en} とその双対基底 {e1, . . . , en} をひとつ選び固
定する. これらの基底を使って

gij := g(ei, ej),

v =
∑
i

viei,

a =
∑
i

aie
i,

p =
∑
i

pie
i

(3.12)

と表示しておく. すると f は

f(v) =
1

2

∑
ij

gijv
ivj +

∑
k

akvk + c (3.13)

と書ける. f を全微分すると,

Df(v)j =
∑
i

gijv
i + aj (3.14)

となる. g は非退化なので (gij)ij は正則行列である. よって Df はアフィン写像でしかも全単射であるから,

特に V から V ∗ への微分同相でもある. 従って, f は正則性条件を満たすことが分かった. 式 (3.14) より

p = Df(v) を逆に解くと

vi =
∑
j

gij(pj − aj) (3.15)

となる. ただし, (gij)ij は (gij)ij の逆行列である. ゆえに, f の Legendre 変換は定義 3.12 より

f∗(p) =
1

2

∑
ij

gij(pi − ai)(pj − aj)− c (3.16)

となる. また, (gij)ij は V ∗ 上の非退化な計量と思えるから, その計量を g−1 とおけば

f∗(p) =
1

2
g−1(p− a, p− a)− c (3.17)

と書くこともできる.

M を多様体, E を M 上のベクトルバンドルとする.

定義 3.15. U を E の開集合, f を U から R への滑らかな関数とする.

(i) f が正則性条件を満たすとは, 各 x ∈ M のファイバー Ex に f を制限したもの f |Ex が定義 3.11 の

意味で正則性条件を満たすものをいう.

(ii) E∗ を E の双対バンドルとし, f : U → R が正則性条件を満たすと仮定する. 各 x ∈ M に対し f |Ex

の Legendre 変換を考えることにより, E∗ のある開集合から R への関数 f∗ で f∗|E∗
x
= (f |Ex

)∗ を満

たすものが一つ定まる. これも f の Legendre 変換という.
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3.3 Lagrange形式

配置空間と呼ばれる滑らかな m 次元多様体 M が与えられているとする. M の余接バンドル T ∗M には,

標準的なシンプレクティック構造 ω を入れておく.

定義 3.16. (i) TM の開集合 U から R への滑らかな関数 f が定義 3.15 の意味で正則性条件を満たすと

仮定する. このとき, f : U → R を配置空間 M のラグランジアンという.

(ii) f の Legendre 変換 を施すと T ∗M のある開集合 U∗ から R への滑らかな関数 f∗ が得られる. f∗ は

シンプレクティック多様体 (T ∗M,ω) を U∗ に制限したもの (U∗, ω|U∗) 上の物理量と見なせる. f∗ を

f から誘導されたハミルトニアンという.

f∗ : T ∗M → Rをハミルトニアンとし, f∗ は完備であると仮定する. (U, xi)をM の局所座標, (T ∗U, xi, pi)

を誘導座標とする. T ∗U 上でハミルトニアンが f∗(x, p) のときの時間発展 (x(t), p(t)) の満たす微分方程式

は, 式 (3.2) と式 (2.32) から 

dxi(t)

dt
=

∂f∗(x, p)

∂pi

∣∣∣∣x=x(t)
p=p(t)

,

dpi(t)

dt
= − ∂f∗(x, p)

∂xi

∣∣∣∣x=x(t)
p=p(t)

,

xi(0) = xi,

pi(0) = pi, (i = 1, . . . ,m)

(3.18)

となる. この方程式を正準方程式という.

例 3.17. M を多様体, g を M の Riemann 計量とする. Riemann 多様体 (M, g) 内を質量 m0 の 1 質点が

運動する系を考えよう. 質点が何の作用を持たないときのラクランジアン L : TM → R は

L(x, vx) =
1

2
m0g(vx, vx) (3.19)

となる. ただし
(
x, vx

∂
∂x

)
∈ TM である. x を一般化座標, vx を一般化速度と呼ぶ. そして, L を Legendre

変換することによって得られるハミルトニアン H : T ∗M → R は例 3.14 より

H(x, px) =
1

2m0
g−1(px, px) (3.20)

となる. ただし, g−1 は g から誘導される T ∗M 上の計量であり, (x, px dx) ∈ T ∗M である. px を一般化運

動量と呼ぶ.

時間発展 (x(t), p(t)) が満たす微分方程式を求めよう. 局所座標 (U, xi) の誘導座標 (T ∗U, xi, pi) を定める

ことにより, ハミルトニアン (3.20) は

H(x, p) =
1

2m0

∑
jk

gjk(x)pjpk (3.21)
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と書ける. 式 (3.21) を式 (3.18) に当てはめることによって正準方程式

dxi(t)

dt
=

∂H(x, p)

∂pi

∣∣∣∣x=x(t)
p=p(t)

,

dpi(t)

dt
= − ∂H(x, p)

∂xi

∣∣∣∣x=x(t)
p=p(t)

,

xi(0) = xi,

pi(0) = pi, (i = 1, . . . ,m)

(3.22)

が得られる.

次になんの作用を持たない質点の運動を調べよう.式 (3.22) の右辺を計算すると

∂H(x, p)

∂pi
=

1

m0

∑
l

gil(x)pl, (3.23)

−∂H(x, p)

∂xi
= − 1

2m0

∑
jk

∂gjk(x)

∂xi
pjpk (3.24)

=
1

2m0

∑
jk

∑
qr

gjq(x)
∂gqr(x)

∂xi
grk(x)pjpk (3.25)

となる. よって式 (3.23) より

dxi(t)

dt
=

1

m0

∑
l

gil(x(t))pl(t) (3.26)

が成り立つ. 式 (3.26) を pl(t) について解けば

pl(t) = m0

∑
k

glk(x(t))
dxk(t)

dt
(3.27)

を得る. さらに (3.25) に (3.27) を代入して pj と pk を消去すると

dpi(t)

dt
=

m0

2

∑
jk

∂gjk(x)

∂xi

∣∣∣∣
x=x(t)

dxj(t)

dt

dxk(t)

dt
(3.28)

を得る. 式 (3.26) の両辺を t で微分し, 式 (3.27) と式 (3.28) を代入すると

d2xi(t)

dt2
=

1

m0

∑
jl

∂gil(x)

∂xj

∣∣∣∣
x=x(t)

dxj(t)

dt
pl(t) +

∑
q

giq(x(t))
dpq(t)

dt

 (3.29)

= −1

2

∑
jkq

giq(x(t))

(
2
∂gqk(x)

∂xj

∣∣∣∣
x=x(t)

− ∂gjk(x)

∂xq

∣∣∣∣
x=x(t)

)
dxj(t)

dt

dxk(t)

dt
(3.30)

= −
∑
jk

Γi
jk(x(t))

dxj(t)

dt

dxk(t)

dt
(3.31)

となる. ただし,

Γi
jk(x) :=

1

2

∑
q

giq(x)

(
∂gqj(x)

∂xk
+

∂gqk(x)

∂xj
− ∂gjk(x)

∂xq

)
(3.32)

である. 式 (1.24)より, 式 (3.31) は質点の加速度が 0 であることを表している. つまり, なんの作用も持たな

い質点の運動の加速度は 0 である.
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例 3.18. 質量 m0, 電荷 Q の 1 個の質点が次のような作用を持つと仮定する.

(i) ポテンシャルと呼ばれる滑らかな関数 P ∈ C∞(M),

(ii) 電気スカラーポテンシャルと呼ばれる滑らかな関数 ϕ ∈ C∞(M),

(iii) 磁気ベクトルポテンシャルと呼ばれる滑らかな 1 次微分形式 A ∈ Ω1(M).

このときの (非相対論的な)ラグランジアンは

L(x, vx) =
1

2
m0g(vx, vx)− P (x) +QAx(vx)−Qϕ(x) (3.33)

で与えられる. よって, その Legendre 変換は例 3.14 より

H(x, px) =
1

2m0
g−1(px −QAx, px −QAx) + P (x) +Qϕ(x) (3.34)

となる. これが (非相対論的な)ハミルトニアンである.

例 3.19. 1 次元 Euclid 空間を n 個の質点が運動する系を考える. 各質点の質量を m1, . . . ,mn, 位置座標を

x1, . . . , xn, 速度座標を v1, . . . , vn で表す. 各質点に保存力のみが働く系のラグランジアンは, あるポテンシャ

ル関数 P (x1, . . . , xn) を使って,

L =
∑
i

1

2
mi(vi)

2 − P (x1, . . . , xn) (3.35)

と書ける. L から誘導されるハミルトニアンは

H =
∑
i

1

2mi
(pi)

2 + P (x1, . . . , xn) (3.36)

となる. ただし, p1, . . . , pn は運動量座標である.

今,

T =
∑
i

pi (3.37)

は一つの物理量を定める. これを全運動量という. この全運動量が保存量になるための条件を考えよう. T の

相流を求める微分方程式は 

dxi(t)

dt
=

∂T (x, p)

∂pi

∣∣∣∣x=x(t)
p=p(t)

,

dpi(t)

dt
= − ∂T (x, p)

∂xi

∣∣∣∣x=x(t)
p=p(t)

,

xi(0) = xi,

pi(0) = pi, (i = 1, . . . , n)

(3.38)

となる. これを解くと, {
xi(t) = t+ xi,

pi(t) = pi, (i = 1, . . . , n)
(3.39)
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を得る. したがって, Noether の定理 3.10 より T が保存することと, ポテンシャル関数 P が

P (x1(t), · · · , xn(t)) = P (x1, · · · , xn) (3.40)

なる等式を任意 t ∈ R に対して満たすこととは同値である.

ポテンシャル関数がこの条件を満たす例として, 系が 2 体相互作用で, 引力や斥力が質点の距離の差で書け

る場合などがある.

例 3.20. 例 3.18 で空間が 2 次元 Euclid 空間 R2 = {(x, y)} の場合を考える. Euclid 計量は, g = dx2+ dy2

で与えられる. 極座標 (r, θ) を {
x = r cos θ,

y = r sin θ
(3.41)

で定義する. Euclid 計量 g を極座標で表現すると

g = dr2 + r2 dθ2 (3.42)

となる. 今, 例 3.18 のように, ポテンシャル関数 P で表される系を考える. ラグランジアンは

L =
1

2
m0(v

2
r + r2v2θ)− P (r, θ) (3.43)

となり, ハミルトニアンは

H =
1

2m0
p2r +

1

2m0r2
p2θ + P (r, θ) (3.44)

である. pθ を角運動量と呼ぶが, この物理量が保存量になるための条件を考えよう. pθ の相流を計算すると,
r(t) = r,

θ(t) = t+ θ,

pr(t) = pr,

pθ(t) = pθ

(3.45)

となる. 従って, Noether の定理 3.10 より, 角運動量が保存するための条件として

P (r, θ(t)) = P (r, θ) (3.46)

を得る. 例えば, ポテンシャル関数 P が r のみの関数のとき, 角運動量 pθ は保存する.
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